Clustering hierarchique ascendant

Caio Corro

1 Meéthodes

Les méthodes de clustering ascendant (ou encore agglomératif) commencent par assigner chaque point & son
propre cluster. Par exemple, pour un jeu de données de n points X = [[:L'(l)]]?:1 nous commencons donc par créer n
clusters :

M ={cW .. oMy avec 00 = {20},

Ensuite, nous allons itérativement fusionner les clusters deux par deux. Par exemple, & la premiere étape, nous
pouvons choisir de fusionner CV) et C'®) pour obtenir :
@ —{cVHuc?,c® .. oMy,
={c*V c® oM avee 0D =cMWyc® .

Apres n — 1 fusions, nous obtenons simplement une partition contenant un seul cluster :

m = (O avec o= = x|
La Figure 1 illustre cette procédure.

Evidemmen’c7 nous devons choisir, & chaque étape, quelles sont les deux clusters de 7(*) & fusionner pour créer
7+ Pour cela, nous avons besoin d’introduire une notion de distance entres clusters, et les deux clusters les plus
proches selon celle-ci seront fusionné. Nous avons déja des mesures de distance entre points, mais ici un cluster peut
contenir plusieurs points, ce qui rends la tache plus compliquée. Une premiere solution consiste a définir la distance
entre les clusters C' et C’ comme la distance minimum entre un point de C' et un point de C’, distance qui est
appelée single linkage :

Dypin(C,C") = min d(z, '),
zcC,
x'eC’
o d(--- ,-) est une mesure de distance entre deux points, par exemples la distance L2 d(x, s') = ||[vz — &'||2. De la
méme fagon, on peut aussi utiliser la distance maximum, distance qui est appelée complete linkage :

Dpax(C,C") = max d(z, ).
xzeC,
z'eC’

Notons que les deux distances ci-dessus dépendent uniquement d’un point de chaque cluster. Il existe également des
variances prenant en compte la totalité des points, par exemple la distance moyenne entre chaque couple de points :

!
Due(C.0) = o 2 3
zeCa'cC’
ou encore la distance entre les centroides de chaque cluster :

ccnt(C C/ =d <|C| Z |C/ Z $/> .

x'eC’
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FiGURE 1 — Caption

A noter qu’en fonction du critére utilisé pour la distance entre deux clusters, la suite de solutions 7(*) pourra étre
différente (voir exercices). Cependant, si les données sont bien séparées en < bulles compactes >, toutes ces distance

entre clusters auront tendance & donner le méme résultat.

Enfin, notons que le critére de ward pour fusionner deux clusters est défini de la fagons suivante

Dyara(C,C") = Ielxie —Zm ! > a
MOl ICT A\ C e ’

x'eC’

ou d(-,-) est la distance euclidienne au carrée, c’est-a-dire qu’on a :

cz - |c' >

x'eC’
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1.1 Dispersion

Soit X € R™ un ensemble de points et m = {C(l), s C’(k)} une partition de X. Le centroide du des données X,

que l'on écrit Z, est défini comme :
T = E T .
\X |
xeX

Le centroide du cluster 4, que l’on écrit m(9, est défini comme :

ml \C’(l Zw

meC()

Notons que 'on a Z € R™ et m(®) € R™. La dispersion intra-clusters de la partition 7 est :

k
> > le-mY5.

i=1 zeC®



La dispersion inter-clusters de la partition 7 est :

k
1] x ml? — a3,
i=1

En pratique, nous cherchons une partition des données telle que :
— la dispersion intra-clusters est basse, c’est-a-dire que les clusters doivent contenir des éléments tres similaires

entre eux;
— la dispersion inter-clusters élevée, c’est-a-dire que les clusters doivent étre différents les un des autres.

2 Exercices

2.1 Comparaison de distances entre clusters (Manning & Schiitze)

Supposons le jeu de données suivant :
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1. Donnez la séquence de partition et le dendrogramme obtenu en utilisant les deux notion de distance entre
clusters suivantes :
(a) single linkage
(b) complete linkage

2. Comparez les partitions qui divisent les données en 2 clusters. Que pouvez-vous dire & propos de la différence
entre single linkage et complete linkage ?

2.2 Décomposition de la dispersion (Robin & Vittaut)

Soit X C R™ un ensemble de points et 7 = {C1), ..., C®)} une partition de X. Pour simplifier les notations, on
notera :

Le centroide du cluster i, que I'on écrit m9, est défini comme :

‘C(z Z x.
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. Montrer que :

. Montrer que :
k k
Y Y eTm® = Y nm);

i=1 geC() i=1
. Montrer que :

k
> >, mPTe=n|z|3
i=1 geC()
. Montrer que :

k
> Y @7 nlals
i=1 zeC®

. Montrer que :

k k k
> > lle—al3 =2 > le—mOE+ Y nilm® — &3
i=1

i=1 zeC() i=1 e

dispersion autour de la moyenne des données dispersion intra-clusters dispersion inter-clusters

Comment interpréter ce dernier résultat ?
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